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1. Aufgabe:
Sei d : R? x R? — [0, 00) definiert durch
0, =y
d(z,y) =
(@) {nm flyl, z#y
gegeben, wobei ||-|| die euklidische Norm in R? ist.

a) Zeigen Sie, dass (R?,d) ein metrischer Raum ist.
b) Skizzieren Sie die e-Kugeln B.(zg) = {z € R? | d(z,z0) < €} fiir 2o = (0,0) und zo = (1,0).
c¢) Beweisen Sie: Konvergiert eine Vektorfolge (2, )nen bzgl. d gegen 2 € R?\{0}, dann gibt es ein N € N
mit
z, =2,V n>N.

2. Aufgabe:
Sei (X, d) ein metrischer Raum und A, B C X. Zeigen Sie

ANBCANB  A°UB°C(AUB)°
Bonus: Geben Sie je ein Beispiel an, bei dem die Inklusion strikt ist.

3. Aufgabe:
Sei M = {(x,y) € R? |z =y, # 0} und f:R? — R mit

(i i
gegeben. Begriinden Sie:
a) f ist genau dann partiell differenzierbar in (z,y), wenn (z,y) ¢ M.
b) Die Richtungsableitung %(0, 0) existiert fiir alle Einheitsvektoren v € R2.
c¢) f ist nicht differenzierbar in (0,0).

4. Aufgabe:
Sei f:R3 =R, (z,y,2) — 2z — 2y + 32 und

M = {(z,y,2) € R | p(z,y,2) = 22° +y° + 2° = 6 =0}
gegeben.
a) Warum nimmt f auf M sein Minimum und Maximum an?

b) Berechnen Sie das Minimum und Maximum von f auf M!

5. Aufgabe:
Seien die Kurve 7 : [0,1] — R3, () := (cosh(t), sinh(¢), ) und die Vektorfelder f, g : R? — R mit

f(w,y,z)Z(x—i—z,—y—z,x—y—l—l)
9(x,y,2) = (~y,z,y)

gegeben.



a) Welche Lénge besitzt die Spur von «y ?
b) Sind f oder g Gradientenfelder ?

c¢) Berechnen Sie die Kurvenintegrale
[ #v.2) dap. 2 [ o) dtav.2)
gl v

Hinweis:
e.’L‘

sinh(z) = & —¢ e tet

2

6. Aufgabe:
Berechnen Sie die zwei Riemann-Integrale

/ re™d(x,y), D={(z,y) eR*|0<2<1,-1<y<0},
D

und / z d(z,y),
M

wobei M C R? die Fliche ist, die durch 22 + 2 = 1 und y + x = 1 begrenzt wird.
7. Aufgabe: a) Seiein Kegel ohne Spitze

M = {(z,y,2) e R® | 2* +y* = 2% 2 > 0}

gegeben. Begriinden Sie, dass es sich um eine Untermannigfaltigkeit des R® handelt. Welche Dimension
hat M?

b) Warum ist der Doppelkegel
My = {(l‘,y,Z) € RS | :172 +y2 = Zz}

keine Untermannigfaltigkeit des R3?

8. Aufgabe:
Berechnen Sie das Integral

1
J e

iiber den Hyperboloiden H = {(z,y,z) € R? | 22 4+ y? — 2? < 1} mit Hilfe der Koordinatentransformation
x =rcos(p),y =rsin(p),z =1, p €[0,2n],7 € [0,V1+t2],t eR.

9. Aufgabe: a) Berechnen Sie das Oberflachenintegral

- 4
s /2?2 +y? + 422

uber
S={(x,y,2) eR® | 2= \/ay,1 <y <4,y <z <9}

b) Sei S die Oberfliiche der oberen Einheitskugel im R3

S={(x,y,2) eER® |2 + 92 + 22 =1,2 > 0}.

Verifizieren Sie fiir F': R3 — R3, (z,y, 2) — (v, z,2) den Integralsatz von Stokes.



10. Aufgabe:
Entscheiden Sie, welche der folgenden Aussagen wahr sind.

O Sei eine Funktionenfamilie f,, : [0,1] = R, f,(z) =n -z - e~"2* n € N gegeben. Es gilt

1 1
/ lim f,(z)de # lim [ f.(z)ds
0 n—oo 0

n—oo

und das zeigt, dass (f,,) nicht gleichmafig konvergent ist.

Jede stetige Funktion f : R™ — R™ bildet eine offene Menge O C R™ wieder auf eine offene Menge ab.

O Die Funktion

%(xz_zly_"l% (x7y)7é(0a0)
) (I,y) = (an)

f:R* =R, f(m,y)Z{
a
ist fiir kein @ € R in (0,0) stetig.

Der maximale Definitionsbereich D € R? von

V2 — a2

f:D—=>R, x—
y—1

ist entweder offen oder abgeschlossen oder beschréankt.

0O Die Funktion f(z,y) = 2® — 32%y? + y3 hat in (0, 0) ein lokales Extremum.

Der Konvergenzradius der folgenden Reihe ist R =9

S 1 2n
2 G

n=3
Das Taylorpolynom zweiten Grades in z¢ = (0,0,0) von
f:R3 =R, f(x,y,2) = sin(x) cos(y)e*

hat die Vorschrift x + %mz

Das Gleichungsystem
By =1
"1: . y 2= 71

ist im Punkt (1,—1,1) eindeutig nach (y, z) auflésbar.

Fiir alle Punkte (x¢,9o) € R? existieren offene Umgebungen U (z,y0), V (f(z0,30)) C R?, sodass eine
stetig differenzierbare Umkehrfunktion f~1 : U — V von

o = (z25280)

bx sin(y)

mit a,b > 0 existiert.



